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 Введение 
n-Арные группы являются очень широким 

обобщением понятия группы. Поэтому в иссле-
дованиях по n-арным группам целесообразно 
выделять классы n-арных групп в той или иной 
мере близкие к классу всех групп. Одним из та-
ких классов является класс всех n-арных групп, 
обладающих единицами. Согласно В. Дёрнте [1], 
элемент e ∈ A n-арной группы < A, [ ] > называ-
ется единицей этой n-арной группы, если для лю-
бого x ∈ А и любого i = 1, 2, …, n верно 
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Это определение обобщает на n-арный слу-
чай определение единицы группы A как элемента 
e ∈ A такого, что ex = xe = x для любого x ∈ А. 

В n-арной группе при n > 2 может быть толь-
ко одна единица, но, в отличие от бинарного слу-
чая, может не быть единиц, а может быть и не-
сколько единиц. Более того, существуют n-арные 
группы, в которых все элементы являются едини-
цами. Ограничимся только одним примером. 

Пример 0.1. Пусть n ≥ 3, Р(М) – множество 
всех подмножеств некоторого множества М, 
< Р(М), [ ] > – п-арная группа, производная от абе-
левой группы < Р(М), Δ > с операцией симмет-
рической разности 

А Δ В = (А ∪  В) \ (А ∩  В). 
Единицей этой группы является пустое множест-
во, а порядки всех неединичных элементов равны 
двум. Поэтому  множество E(Р(М))  всех единиц 
n-арной группы < Р(М), [ ] > имеет следующий 
вид 

E(Р(М)) = { } , если чётное,
P( ), если нечётное .

n
M n
∅ −⎧

⎨
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Так как в n-арной группе, в отличие от 
группы, может быть несколько единиц, то в 
теории n-арных групп в рамках общей задачи изу-
чения множества всех идемпотентов n-арной 
группы актуальна также задача изучения множе-
ства всех единиц n-арной группы. В данной рабо-
те получены новые результаты о множестве всех 
единиц полиадической группы, арность которой, 
в частности, имеет вид pα + 1, где p – простое. 
 

1 Предварительные сведения 
Согласно В. Дёрнте [1], универсальная ал-

гебра < A, [ ] > с одной n-арной (n ≥ 2) операцией 
[ ]: An → A называется n-арной группой, если 
операция [ ] ассоциативна и однозначно обрати-
ма на каждом месте. На практике иногда удобнее 
пользоваться определениями n-арной группы, 
отличными от определения В. Дёрнте. К числу 
таких определений относятся, например, опреде-
ления Э. Поста [2], С.А. Русакова [3], А.Н. Ски-
бы и В.И. Тютина [4], А.М. Гальмака [5]. В опре-
делениях Э. Поста, А.Н. Скибы и В.И. Тютина 
обратимость n-арной операции постулируется 
только на крайних местах или даже на одном 
месте, отличном от крайнего. В определениях 
С.А. Русакова и некоторых других авторов по-
мимо n-арной операции присутствует также 
унарная операция, которую обычно обозначают 
символом –. В определениях А.М. Гальмака раз-
решимость уравнений с одной неизвестной заме-
няется разрешимостью уравнений с любым чис-
лом неизвестных, в частности равным n – 1. 

Приведём несколько примеров n-арных 
групп, которые будут встречаться в дальнейшем 
изложении. 

Пример 1.1. Определим на группе A n-ар-
ную операцию 

[a1a2 … an] = a1a2 … ana, 

МАТЕМАТИКА
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где а – элемент из центра группы А. Тогда 
< A, [ ] > – n-арная группа. В частности, при а = 1, 
где 1 – единица группы А, получаем n-арную 
группу < A, [ ] > с n-арной операцией 

[a1a2 … an] = a1a2 … an, 
которая называется [1] производной n-арной групп-
пой от группы А. 

Рассматривают и более общую ситуацию. 
n-Арную группу < A, [ ] > называют [2] производ-
ной от т-арной группы <A, ( ) >, где п = s(m–1)+ 1, 
s ≥ 1, если 

[a1 … an] = (( … ((a1 … aт)aт+1 … 
… a2т–1) … )a(s–1)(т–1)+2 … as(т–1)+1) 

для любых а1, …, аn ∈ A. Ввиду ассоциативности 
т-арной операции ( ), правую часть последнего 
равенства записывают в виде (a1 … aп), опуская 
обозначения внутренних операций. При этом 
само указанное равенство принимает вид 

[a1 … an] = (a1 … aп). 
Как показывает следующий пример, n-ар-

ную групповую операцию можно построить при 
помощи групповой операции на множестве, ко-
торое относительно групповой операции не яв-
ляется группой. 

Пример 1.2. Пусть Dn – диэдральная группа, 
то есть полная группа преобразований симмет-
рии правильного n-угольника. Поворот с n-уголь-
ника в его плоскости на угол 2π/n вокруг центра 
n-угольника порождает циклическую подгруппу 

Сn = {e, c, c2, …, cn–1} 
поворотов. Диэдральная группа содержит еще n 
отражений. Если b – отражение, то 

Bn = {b, bc, …, bcn–1} 
есть множество всех отражений. Определим на 
Bn тернарную операцию [ϕψθ] = ϕψθ. Тогда 
< Bn, [ ] > – тернарная группа [6]. 

Пусть < A, [ ] > – n-арная группа, В – под-
множество множества А, замкнутое относитель-
но n-арной операции [ ]. В этом случае операция 
[ ] индуцирует на множестве В n-арную опера-
цию, которую обозначают тем же символом [ ]. 
Если при этом < В, [ ] > – n-арная группа, то ее 
называют n-арной подгруппой n-арной группы 
< A, [ ] >. 

В n-арных группах возникают ситуации, не-
возможные в группах. Например, группа, в виду 
наличия в каждой её подгруппе единичного эле-
мента, не может быть объединением своих непе-
ресекающихся подгрупп. Однако, при n ≥ 3 n-ар-
ная группа может быть объединением своих не-
пересекающихся n-арных подгрупп. 

Так как тернарная группа < Bn, [ ] > и тер-
нарная группа < Сn, [ ] >, производная от группы 
Сn, не имеют общих элементов, то тернарная 
группа < Dn, [ ] >, производная от диэдральной 
группы Dn, является объединением своих непе-
ресекающихся тернарных подгрупп < Bn, [ ] > и 
< Сn, [ ] >. 

Аналогично, тернарная группа < Sn [ ] >, про-
изводная от симметрической группы Sn является 

непересекающимся объединением тернарной 
группы < Аn, [ ] >, производной от знакопере-
менной группы Аn, и тернарной группы 
< Tn, [ ] > всех нечётных подстановок. 

Точно также, тернарная группа, производ-
ная от унимодулярной группы всех матриц по-
рядка n над некоторым полем, определитель ко-
торых равен ± 1, является объединением своих 
непересекающихся тернарных подгрупп: тернар-
ной группы, производной от специальной линей-
ной группы над тем же полем, и тернарной под-
группы всех матриц с определителем равным – 1. 

Важными примерами n-арных групп явля-
ются n-арные группы n-арных подстановок и n-ар-
ные группы n-арных автоморфизмов. 

Обозначим через 
1 1, , nA A −

S …  множество всех 
упорядоченных наборов (f1, f2, …, fn–1) биекций 

A1 1f⎯⎯→  A2 2f⎯⎯→  … 2nf −⎯⎯⎯→  An–1 1nf −⎯⎯⎯→  A1 
равномощных множеств A1, …, An–1. На множест-
ве 

1 1, , nA A −
S …  Э. Пост определил [2] n-арную опе-

рацию [ ]n следующим образом: 
[f1 … fn]n = {g1, …, gn–1}, 

где 
gj = f1j f2(j+1) … f(n–j)(n–1) f(n–j+1)1 … f(n–1)(j–1) fnj. 
Теорема 1.1 [2], [5]. Универсальная алгебра 

< 
1 1, , ,

nA A −
S …  [ ]n > является n-арной группой. 

Элементы множества 
1 1, , ,

nA A −
S …  в случае 

конечности множеств A1, …, An–1 , Э. Пост назвал 
n-арными  подстановками.  Ясно, что при n = 1 
n-арные подстановки это обычные подстановки, 
а n-арная группа < 

1 1, , ,
nA A −

S …  [ ]n > совпадает с 

симметрической группой 
1
.AS  

Если все A1, …, An–1 – однотипные универ-
сальные алгебры, а все f1, …, fn–1 – изоморфизмы, 
то упорядоченный набор (f1, f2, …, fn–1) называет-
ся n-арным автоморфизмом [5]. Множество всех 
n-арных автоморфизмов обозначается символом 
Aut(A1, …, An–1). 

Теорема 1.2 [5]. Универсальная алгебра 
Aut(A1, …, An–1) является n-арной группой. 

n-Арная группа < A, [ ] > называется конеч-
ной, если множество A конечно. В этом случае 
число |А| элементов множества А называется по-
рядком n-арной группы < A, [ ] >. Если А – бес-
конечное множество, то говорят, что она имеет 
бесконечный порядок. 

Для n-арных групп имеет место аналог тео-
ремы Лагранжа для групп. 

Теорема 1.3 [2]. Порядок конечной n-арной 
группы делится на порядок любой ее n-арной 
подгруппы. 

Существуют различные способы построе-
ния n-арных групп с помощью групп. Простей-
ший из них – построение производной n-арной 
группы для данной группы (пример 1.1). Уни-
версальные методы конструирования n-арных 
групп дает теорема Поста о смежных классах [2] 
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и теорема Поста – Глускина – Хоссу [2], [7], [8]. 
Укажем еще один общий метод [9] конструирова-
ния n-арных групп, подробно описанный в книге 
[10]. Пусть A – полугруппа, k ≥ 2, l ≥ 2, σ – под-
становка из Sk. Определим на Ak l-арную операцию 

[x1x2 … xl]l, σ, k = (y1, y2, …, yk), 
где 

yj = 1 2 ( )j jx x σ  … 2 1( 1) ( ) ( )
.l ll j l j

x x
σ σ− −−

 

Теорема 1.4 [9], [10]. Если A – группа, поря-
док подстановки σ из Sk делит l – 1, то <Ak, [ ]l, σ, k > 
– l-арная группа. 

Обозначим через GLn(k, P) k-ую декартову 
степень (GLn(P))k полной линейной группы 
GLn(P) над ассоциативным коммутативным 
кольцом P с единицей. Аналогично, SLn(k, P) = 
= (SLn(P))k, где SLn(P) – специальная линейная 
группа над P. Если в теореме 1.4 положить внача-
ле A = GLn(P), а затем A = SLn(P), то получится 

Теорема 1.5 [11], [12]. Если порядок подста-
новки σ из Sk делит l – 1, то универсальные ал-
гебры < GLn(k, P), [ ]l, σ, k > и < SLn(k, P), [ ]l, σ, k > 
являются l-арными группами. 

Ясно, что < SLn(k, P), [ ]l, σ, k > – l-арная под-
группа l-арной группы < GLn(k, P), [ ]l, σ, k >. 

Из теоремы 1.5 при l = k + 1, σ = (12 … k), 
P = C – поле комплексных чисел получается сле-
дующий результат Э. Поста. 

Теорема 1.6 [2]. Универсальная алгебра 
< GLn(k, C), [ ]k + 1, (12…k), k > является (k + 1)-арной 
группой. 

Полиадические операции на множествах 
упорядоченных наборов матриц изучал также 
А.К. Слипенко [13], 14]. 

Если в определении l-арной операции [ ]l, σ, k 
конечную группу Sk заменить бесконечной груп-
пой SJ, где J – произвольное множество, то полу-
чим определение l-арной операции [ ]l, σ, J из [15]. 
Для этой операции справедливы результаты, 
обобщающие теоремы 1.4 и 1.5. 
 

2 n-Арные аналоги единицы 
Как уже отмечалось во введении, в n-арной 

группе при n > 2 может быть только одна едини-
ца, но в отличие от бинарного случая, может 
быть и несколько единиц. Более того, существу-
ют n-арные группы, в которых все элементы яв-
ляются единицами. Большое число примеров 
подобного рода имеется в [5], [16]. 

Существуют также n-арные группы (n > 2) 
любого конечного порядка, в которых вообще 
нет единиц. Например, в тернарной группе 
< Bn, [ ] > из примера 1.2 все элементы являются 
идемпотентами, среди которых нет единиц [6]. 
Не имеют единиц также неодноэлементные n-ар-
ные группы < 

1 1, , ,
nA A −

S …  [ ]n > и Aut(A1, …, An–1) 
из теорем 1.1 и 1.2. Если A – неодноэлементная 
группа, порядок нетождественной подстановки σ 
из Sk делит l – 1, то l-арная группа < Ak, [ ]l, σ, k > 

из теоремы 1.4 также не имеет единиц [10]. 
Соответственно, в случае нетождественности 
подстановки σ, порядок которой делит l – 1, не 
имеют единиц [15] и l-арные группы 
< GLn(k, P), [ ]l, σ, k > и < SLn(k, P), [ ]l, σ, k > из тео-
ремы 1.5, а также [2] (k + 1)-арная группа 
< GLn(k, C), [ ]k + 1, (12…k), k > из теоремы 1.6. 

В. Дёрнте  установил [1], что производные 
n-арные группы – это в точности n-арные группы 
с единицами. Конкретно он доказал, что: 1) если 
< A, [ ] > – n-арная группа, производная от би-
нарной группы А, то единица e группы А являет-
ся и единицей n-арной группы < A, [ ] >; 2) если e 
– единица n-арной группы < A, [ ] >, то эта n-ар-
ная группа является производной от группы 
< A, °e > с единицей e и бинарной операцией °e: 

x °e y = [xN
2n

e e
−

… y]. 

Кратко критерий В. Дёрнте формулируется 
следующим образом. 

Теорема 2.1 [1]. n-Арная группа является 
производной от группы тогда и только тогда, 
когда она обладает единицей. 

При n ≥ 3 множество всех производных n-ар-
ных групп не является многообразием сигнатуры 
{[ ], –}, так как в производных n-арных группах 
могут быть n-арные подгруппы, не являющиеся 
производными от групп. Например, в тернарной 
группе < Dn, [ ] >, производной от диэдральной 
группы Dn, множество Bn из примера 1.2 являет-
ся тернарной подгруппой, в которой нет единиц. 
Как отметил А.Г. Курош в книге [17], множество 
всех производных n-арных групп можно превра-
тить в многообразие, если сигнатуру {[ ], –} до-
полнить нульарной операцией e, а к тождествам, 
определяющим n-арную группу, добавить тожде-
ство e  = e. Последнее тождество равносильно 
тождеству 

N[ ]
n

e e…  = e. 

Элемент e n-арной группы < A, [ ] >, удовлетво-
ряющий этому тождеству, называется ее идем-
потентом. n-Арную группу, в которой все эле-
менты являются идемпотентами, называют идем-
потентной. 

Ясно, что идемпотент n-арной группы, как и 
её единица, является n-арным аналогом единицы 
группы. Еще одним n-арным аналогом единицы 
группы является понятие нейтральной последо-
вательности. 

Последовательность e1 … ek(n–1), где k ≥ 1, 
элементов n-арной группы < A, [ ] > называется 
[2] нейтральной, если 

[e1 … ek(n–1)x] = [xe1 … ek(n–1)] = x 
для любого x ∈ А. 

Понятия нейтральной последовательности и 
единицы n-арной группы являются частными 
случаями следующего определения. 
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Последовательность e1 … em–1 элементов n-ар-
ной группы < A, [ ] > называется [18] m-ней-
тральной (n = k(m – 1) + 1, k ≥ 1), если 

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1

[ ]m m m m

i k i

e e e e x e e e e− − − −

− − +

… … … … … …����	���
 ����	���
  = x 

для любого х ∈ А и любого i = 1, …, k + 1. 
n-Нейтральные последовательности элемен-

тов n-арной группы – это в точности ее ней-
тральные последовательности, а единицы n-ар-
ной группы – это в точности ее 2-нейтральные 
последовательности. 

Теорема 2.2 [2]. n-Арная группа является 
производной от m-арной группы тогда и только 
тогда, когда она обладает m-нейтральной по-
следовательностью. 

Из этой теоремы при m = 2 получается кри-
терий В. Дёрнте (теорема 2.1). Заметим, что 
Э. Пост при формулировке своего критерия не 
использовал понятие m-нейтральной последова-
тельности  

Одним определением можно объединить 
также понятия идемпотента и единицы n-арной 
группы. 

Элемент e n-арной группы < A, [ ] >, где 
n = k(m – 1) + 1, k ≥ 1, называется [18] m-идемпо-
тентом, если 

N N N N
1 1 1 1

1 1

[ ]
m m m m

i k i

e e e e x e e e e
− − − −

− − +

… … … … … …
���	��
 ���	��


 = x 

для любого х ∈ А и любого i = 1, …, k + 1. 
Легко проверяется, что n-идемпотенты n-ар-

ной группы – это в точности ее идемпотенты, а 
2-идемпотенты – это в точности ее единицы. 
 

3 Основные результаты 
Так как в n-арной группе, в отличие от 

группы, может быть несколько единиц, то возни-
кает задача изучения множества E(A) всех еди-
ниц произвольной n-арной группы < A, [ ] >. 
Строение множества E(A) подробно изучено в 
[5], [16]. Здесь же напомним только некоторые 
результаты. Для этого нам понадобится понятие 
центра n-арной группы. Центром n-арной груп-
пы < A, [ ] > называется [2] множество Z(A) всех 
её элементов z таких, что 

[zx1x2 … xn–1] = [x1zx2 … xn–1] = … 
… = [x1 … xn–2zxn–1] = [x1x2 … xn–1z] 

для всех x1, x2, …, xn–1 ∈ A. Э. Пост установил [2], 
что < Z(A), [ ] > – n-арная подгруппа n-арной груп-
пы < A, [ ] >. 

Замечание 3.1.  Центр Z(A) n-арной группы 
< A, [ ] > производной от группы A совпадает с 
центром группы A [5, 16]. Поэтому можно упот-
реблять общее обозначение Z(A) и для центра n-
арной группы < A, [ ] > и для центра группы A. 

Теорема 3.1 [5], [16]. Если E(A) ≠ ∅, то 
< E(A), [ ] > – характеристическая n-арная под-
группа n-арной группы < A, [ ] >, лежащая в её 
центре. 

Если E(A) ≠ ∅, то n-арную подгруппу 
< E(A), [ ] > называют n-арной подгруппой единиц 
n-арной группы < A, [ ] >. 

Ясно, что если e ∈ E(A), то < {e}, [ ] > – n-ар-
ная подгруппа в < E(A), [ ] >. 

В n-арной подгруппе единиц при n > 2 мо-
гут существовать n-арные подгруппы, отличные 
от одноэлементных и от самой n-арной подгруп-
пы < E(A), [ ] >. 

Предложение 3.1 [5, 16]. Если < A, [ ] > – 
тернарная группа, e1, e2 ∈ E(A), то < {e1, e2}, [ ] > 
– тернарная подгруппа тернарной группы 
< E(A), [ ] >. 

Следствие 3.1 [5, 16]. Если конечная тер-
нарная группа содержит более одной единицы, 
то её тернарная подгруппа единиц, её центр и 
она сама имеют четные порядки. 

Предложение 3.2 [5, 16]. Если а, b, c – раз-
личные единицы тернарной группы < A, [ ] >, то 
< {а, b, c, [аbc]}, [ ] > – тернарная подгруппа 
четвертого порядка в < E(A), [ ] >. 

Следствие 3.2. Если конечная тернарная 
группа содержит более двух единиц, то порядки 
её тернарной подгруппы единиц, её центра и её 
самой делятся на 4. 

Теорема 3.2 [5, 16]. Если < A, [ ] > – n-арная 
группа, производная от группы A с единицей e, 
то 

E(A) = {а ∈ Z(A) | an–1 = e}. 
Теорема 3.1 впервые была опубликована в 

1998 году в препринте [16]. После этого некото-
рые авторы, знакомые с результатами работы 
[16], стали включать эту теорему, а также след-
ствие 3.1 и предложение 3.1 в свои статьи без 
ссылок на препринт [16]. 

Покажем, что предложения 3.1 и 3.2, а так-
же следствия 3.1 и 3.2 являются частными слу-
чаями более общих результатов, которые мы 
приведем ниже. 

Замечание 3.2. Любой идемпотент n-арной 
группы < A, [ ] >, производной от группы A, име-
ет в группе A порядок, делящий n – 1. Действи-
тельно, если a – идемпотент в < A, [ ] >, то из  

[ ]
n

a a…�	
  = a 

следует an = a, откуда an–1 = e, где e – единица 
группы A. 

Замечание 3.3. Простой проверкой устанав-
ливается следующий факт. Если < A, [ ] > – n-ар-
ная группа, производная от группы A, B – под-
группа в A, то < B, [ ] > – n-арная подгруппа в 
< A, [ ] >. 

Если < A, [ ] > – n-арная группа, M ⊆ A, то 
пересечение всех n-арных подгрупп n-арной 
группы < A, [ ] >, содержащих множество M, на-
зывают [3] n-арной подгруппой, порожденной 
множеством M. 

В формулировке следующего предложения 
присутствует полуциклическая n-арная группа. 
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Соответствующее определение есть в [18]. Здесь 
же отметим, что согласно этому определению, n-ар-
ная группа < A, [ ] >, производная от группы A с 
единицей e, является полуциклической тогда и 
только тогда, когда группа < A, °e > циклическая. 

Предложение 3.3. Пусть < A, [ ] > – n-ар-
ная группа, производная от группы A с единицей 
e, элемент a ∈ A является идемпотентом в 
< A, [ ] > и имеет в группе A порядок r ≥ 1, пусть 
также 

< е, a > = {ai = [NN
n i i

e e a a
−

… … ] | i = 1, …, r}. 

Тогда: < е, a > – циклическая подгруппа порядка r 
группы A, порождаемая элементом a; 
< < е, a >, [ ] > – полуциклическая идемпотент-
ная n-арная подгруппа порядка r n-арной группы 
< A, [ ] >, порождаемая при r > 1 двухэлемент-
ным множеством {e, a}. 

Доказательство. Равенства, определяющие 
элементы ai, корректны, так как, согласно заме-
чанию 3.2, r не превосходит n – 1. Если r = 1, то 
< е, a > = {a = e}, < < е, a >, [ ] > – одноэлемент-
ная n-арная подгруппа в < A, [ ] >. Поэтому счи-
таем r > 1. 

Так как 
ai = en–iai =  ai, i = 1, …, r, 

то 
a1 = a, a2 = a2, …, ar–1 = ar–1, ar = ar = е. 

А так как r – порядок элемента a в группе A, то 
во множестве < е, a > все элементы различны, а 
само оно является циклической подгруппой по-
рядка r группы A. Согласно замечанию 3.3, 
< < е, a >, [ ] > n-арная подгруппа в < A, [ ] >. 
Легко проверяется, что n-арная группа, про-
изводная от циклической группы, является полу-
циклической. Поэтому < < е, a >, [ ] > – полуцик-
лическая. 

Так как а – идемпотент, то для любого 
i = 1, …, r имеем 
[ i i

n

a a…��	�
 ] = n
ia  = (ai)n = (an)i= ( [ ]

n

a a…�	
 )i = ai = ai, 

то есть 
[ i i

n

a a…��	�
 ] = ai. 

Следовательно, ai – идемпотент. 
Обозначим через < D, [ ] > n-арную под-

группу, порождённую в < A, [ ] > множеством 
{e, a}. Ясно, что D ⊆ < е, a >. Если < H, [ ] > – 
любая n-арная подгруппа в < A, [ ] >, включаю-
щая множество {e, a}, то из равенств, опреде-
ляющих элементы ai, в виду замкнутости множе-
ства H относительно операции [ ], следует 
< е, a > ⊆ H. Следовательно, < е, a > ⊆ D. Из по-
лученных включений следует равенство 
< е, a > = D. Предложение доказано. 

Замечание 3.4. Утверждение предложения 
3.3 о полуцикличности n-арной подгруппы 
< < е, a >, [ ] > и её порождаемости при r > 1 

двухэлементным множеством {e, a} может быть 
получено применением следующей леммы. 

Лемма 3.1. n-Арная группа < A, [ ] >, произ-
водная от циклической группы A с единицей e и 
порождающим элементом a ∈ A, является полу-
циклической, порождаемой множеством {e, a}. 

Теорема 3.3. Пусть n-арная группа < A, [ ] > 
имеет более одной единицы. Тогда: 

1) если зафиксировать единицу е ∈ E(A), то 
любая единица а ∈ E(A), отличная от е, имеет в 
группе < A, °e > порядок r > 1, делящий n – 1; 

2) если порядки всех элементов в группе 
< E(A), °e > ограничены в совокупности, то пери-
од группы < E(A), °e > делит n – 1; 

3) если < E(A), [ ] > – конечная, то период 
группы < E(A), °e > является общим делителем 
порядка n-арной группы < E(A), [ ] > и числа n – 1. 

Доказательство. Так как в < A, [ ] > более 
одной единицы, то n ≥ 3. 

1) По теореме 2.1 n-арная группа < A, [ ] > 
является производной от группы < A, °e > с еди-
ницей е. Так как е ≠ а, то в группе < A, °e > эле-
мент а имеет порядок r > 1, который, ввиду за-
мечания 3.2, делит n – 1. 

2) Вытекает из 1) и определения периода 
группы. 

3) Вытекает из 2) и того факта, что период 
любой конечной группы делит её порядок. Тео-
рема доказана. 

Полагая в теореме 3.3 n = pα + 1, где p – 
простое, получим 

Следствие 3.3. Пусть (pα + 1)-арная группа 
< A, [ ] >, где p – простое, α ≥ 1, имеет более 
одной единицы. Тогда: 

1) если зафиксировать единицу е ∈ E(A), то 
любая единица а ∈ E(A), отличная от е, имеет в 
группе < A, °e > порядок pβ, где 1 ≤ β ≤ α; 

2) если порядки всех элементов в группе 
< E(A), °e > ограничены в совокупности, то пери-
од группы < E(A), °e > является степенью p; 

3) если < E(A), [ ] > – конечная, то ее поря-
док является степенью p. 

Замечание 3.5. Утверждение 3) следствия 
3.3 вытекает из утверждения 1) этого же следст-
вия, так как конечная группа, в которой порядки 
всех элементов являются степенью некоторого 
простого числа, имеет порядок, являющийся сте-
пенью того же простого числа. 

Из теоремы 3.1 и утверждения 3) следствия 
3.3 вытекает 

Следствие 3.4. Если конечная (pα + 1)-арная 
группа < A, [ ] >, где p – простое, α ≥ 1, имеет 
более одной единицы, то порядки её (pα + 1)-ар-
ной подгруппы единиц, её центра и её самой де-
лятся на p. 

При p = 2, α = 1 из следствия 3.4 получается 
следствие 3.1. 
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Так как n-арная подгруппа < E(A), [ ] > n-ар-
ной группы < A, [ ] > является производной от 
группы < E(A), °и > с единицей u для любого 
u ∈ E(A), то из предложения 3.3 легко извлекает-
ся ещё одно 

Предложение 3.4. Если n-арная группа 
< A, [ ] > имеет более одной единицы, то любые 
две различные единицы u, v ∈ E(A) порождают в 
< E(A), [ ] > полуциклическую n-арную подгруппу 
< < u, v >, [ ] > порядка r > 1, где 

< u, v > = {[NN
n i i

u u v v
−

… … ] | i = 1, …, r}. 

r – порядок элемента v в группе < A, °и >. 
Предложение 3.4 и замечание 3.2 позволяют 

сформулировать следующую теорему. 
Теорема 3.4. Если (p + 1)-арная группа 

< A, [ ] >, где p – простое, имеет более одной 
единицы, то любые две различные единицы 
u, v ∈ E(A) порождают в < E(A), [ ] > полуцикли-
ческую (p + 1)-арную подгруппу < < u, v >, [ ] > 
порядка p, где 

< u, v > = {[NN
1p i i

u u v v
+ −

… … ] | i = 1, …, p}. 

Предложение 3.1 получается из теоремы 3.4 
при p = 2. 

Замечание 3.6. Пусть < A, [ ] > – n-арная груп-
па из теоремы 3.4, u – фиксированная единица из 
Е(A). Так как любой элемент v из Е(A), отличный 
от u, имеет в группе < E(A), °u > порядок p, то 
< E(A), °u > – элементарная абелева p-группа. 

Предложение 3.5. Пусть k ≥ 1, < A, [ ] > – 
n-арная группа, u, v1, …, vk – её единицы 
(v1 ≠ u, …, vk ≠ u), r1, …, rk – соответственно 
порядки элементов v1, …, vk в группе < A, °и >; для 
любого j = 1, …, k положим 

< u, vj > = {[N j j
n i i

u u v v
−

… …
��	�


] | i = 1, …, rj}, 

< u, v1, …, vj > = 
= [< u, v1 >N

2n

u u
−

… < u, v2 >N
2n

u u
−

… …N
2n

u u
−

… < u, vj >]. 

Тогда для любого j = 1, …, k справедливы следую-
щие утверждения: 

1) < < u, vj >, [ ] > – полуциклическая n-арная 
подгруппа в < E(A), [ ] > порядка rj > 1; 

2) < < u, v1, …, vj >, [ ] > – n-арная подгруппа 
в < E(A), [ ] >, порождаемая множеством 
{u, v1, …, vj}, и имеющая порядок, который явля-
ется делителем числа r1r2 … rj; 

3) < u, v1, …, vj–1 > ⊆ < u, v1, …, vj >. 
Доказательство. Так как в < A, [ ] > более 

одной единицы, то n ≥ 3. 
1) По предложению 3.4 для любого 

j = 1,…,k < < u, vj >, [ ] > – полуциклическая n-ар-
ная подгруппа в < E(A), [ ] > порядка rj > 1. 

2) Так как < < u, vl >, °и > и < < u, vm >, °и > – 
перестановочные подгруппы в группе < E(A), °и > 
для любых l, m = 1, …, k, то произведение 

< < u, v1 > °и < u, v2 > °и … °и < u, vj > > 
является подгруппой в < E(A), °и >, порядок ко-
торой делит произведение r1r2 … rj. 

А так как 
< u, v1 > °и < u, v2 > °и … °и < u, vj > = 

= [< u, v1 >N
2n

u u
−

… < u, v2 >N
2n

u u
−

… …N
2n

u u
−

… < u, vj >], 

то < < u, v1, …, vj >, °и > – подгруппа в < E(A), °и >, 
порядок которой делит произведение r1r2 … rj. 
Тогда, согласно замечанию 3.3,  

< < u, v1, …, vj >, [ ] > 
– n-арная подгруппа в < E(A), [ ] >. Кроме того, 
из определения множества < u, v1, …, vj > следует 

{u, v1, …, vj} ⊆ < u, v1, …, vj >. 
Таким образом, обозначив через < D, [ ] > n-ар-
ную подгруппу, порождённую в < E(A), [ ] > 
множеством {u, v1, …, vj}, получим включение 
D ⊆ < u, v1, …, vj >. Если теперь < H, [ ] > – лю-
бая n-арная подгруппа в < E(A), [ ] >, включаю-
щая множество {u, v1, …, vj}, то из равенства, 
определяющего множество < u, v1, …, vj >, в виду 
замкнутости множества H относительно опера-
ции [ ], следует < u, v1, …, vj > ⊆ H. Следователь-
но, < u, v1, …, vj > ⊆ D. Из полученных включе-
ний следует равенство < u, v1, …, vj > = D. 

3) Заметим, что при j = 1 левая часть дока-
зываемого равенства не определена. Поэтому 
считаем j = 2, …, k. 

Так как u ∈ < u, vj >, то 
[< u, v1 >N

2n

u u
−

… …N
2n

u u
−

… < u, vj–1 >] = 

= [< u, v1 >N
2n

u u
−

… …N
2n

u u
−

… < u, vj–1 >N
2n

u u
−

… u] ⊆ 

⊆[< u, v1 >N
2n

u u
−

… …N
2n

u u
−

… < u, vj–1 >N
2n

u u
−

… < u, vj >]. 

Следовательно, верно доказываемое равенство. 
Предложение доказано. 

Замечание 3.7. В предложении 3.5 некото-
рые или даже все единицы из множества 
{v1, …, vk} могут совпадать. 

Полагая в предложении 3.5 k = 2, получим 
Следствие 3.5. Пусть < A, [ ] > – n-арная 

группа, u, v и w – её единицы (v ≠ u, w ≠ u), r и s – 
соответственно порядки элементов v и w в 
группе < A, °и >; положим 

< u, v > = {[NN
n i i

u u v v
−

… … ] | i = 1, …, r}, 

< u, w > = {[N
n i i

u u w w
−

… …�	
 ] | i = 1, …, s}, 

< u, v, w > = [< u, v >N
2n

u u
−

… < u, w >]. 

Тогда справедливы следующие утверждения: 
1) < < u, v >, [ ] > и < < u, w >, [ ] > – полу-

циклические n-арные подгруппы в < E(A), [ ] > 
порядков r и s – соответственно; 

2) < < u, v, w >, [ ] > – n-арная подгруппа в 
< E(A), [ ] >, порождаемая множеством {u, v, w}, 
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и имеющая порядок, который является делите-
лем числа rs; 

3) < u, v > ⊆ < u, v, w >. 
Замечание 3.8. Так как подгруппы 

< < u, v >, °и > и < < u, w >, °и > 
из следствия 3.5 перестановочны, то 

< u, v, w > = [< u, w >N
2n

u u
−

… < u, v >], 

< u, v, w > = [N
2n

u u
−

… < u, w >< u, v >], 

< u, v, w > = [N
2n

u u
−

… < u, v >< u, w >], 

< u, v, w > = [< u, v >< u, w >N
2n

u u
−

… ], 

< u, v, w > = [< u, w >< u, v >N
2n

u u
−

… ]. 

Аналогично, все n-арные подгруппы, стоя-
щие под знаком n-арной операции в правой части 
равенства, определяющего множество < u, v1, …, vj > 
в предложении 3.5, могут быть переставлены 
произвольным образом. 

Теорема 3.5. Пусть k ≥ 1, p – простое, 
< A, [ ] > – (p + 1)-арная группа, u, v1, …, vk – её 
единицы; для любого j = 1, …, k положим 

< u, vj > = {[N
1

j j
p i i

u u v v
+ −

… …
��	�


] | i = 1, …, p}, 

< u, v1, …, vj > =  
=[< u, v1 >N

1p

u u
−

… < u, v2 >N
1p

u u
−

…  … N
1p

u u
−

… < u, vj >]; 

пусть также 
v1 ≠ u, vj ∉ < u, v1, …, vj–1 >, j = 2, …, k. 

Тогда для любого j = 1, …, k справедливы сле-
дующие утверждения: 

1) < < u, vj >, [ ] > – полуциклическая (p + 1)-ар-
ная подгруппа в < E(A), [ ] > порядка p; 

2) < < u, v1, …, vj >, [ ] > – (p + 1)-арная под-
группа в < E(A), [ ] > порядка pj, порождаемая 
множеством {u, v1, …, vj}; 

3) < u, v1, …, vj–1 > ⊂ < u, v1, …, vj >. 
Доказательство. 1) По условию теоремы 

v1 ≠ u. Кроме того, из равенства, определяющего 
множество < u, v1, …, vj > следует 

{u, v1, …, vj} ⊆ < u, v1, …, vj >, j = 1, …, k, 
откуда, полагая j = 2, …, k в условии  

vj ∉ < u, v1, …, vj–1 >, 
получаем v2 ≠ u, …, vk ≠ u. Таким образом, 
v1 ≠ u, v2 ≠ u, …, vk ≠ u. Поэтому, согласно утвер-
ждению 1) теоремы 3.3, порядки элементов 
v1, …, vk в группе < A, °и > равны р. Тогда, со-
гласно утверждению 1) предложения 3.5, для 
любого j = 1, …, k < < u, vj >, [ ] > – полуцикли-
ческая (p + 1)-арная подгруппа в < E(A), [ ] > по-
рядка p. 

2) Согласно утверждению 2) предложения 
3.5, < < u, v1, …, vj >, [ ] > – (p + 1)-арная под-
группа в < E(A), [ ] >, порождаемая множеством 
{u, v1, …, vj}. 

Так как u ∈ < u, v1, v2 >, то < < u, v1, v2 >, °и > 
– подгруппа в < E(A), °и >. Кроме того, так как 

< u, v1, v2 > = [< u, v1 >N
1p

u u
−

… < u, v2 >], 

то 
< u, v1, v2 > = < u, v1 > °и < u, v2 >, 

где < < u, v1 >, °и > и < < u, v2 >, °и > – подгруппы 
порядка p группы < < u, v1, v2 >, °и >. Если ука-
занные подгруппы пересекаются по единице u, 
то из последнего равенства следует, что порядок 
группы < < u, v1, v2 >, °и >, а значит и (p + 1)-ар-
ной группы < < u, v1, v2 >, [ ] > равен p2. Если же 
пересечение указанных подгрупп отлично от 
единицы u, то, ввиду простоты их порядков, 
< u, v1 > = < u, v2 >, что противоречит условию 
v2 ∉ < u, v1 >. 

Рассуждая аналогично, устанавливаем, что 
порядок (p + 1)-арной группы < < u, v1, …, vk–1 >, 
 [ ] > равен pk–1. 

Так как  
u ∈ < u, v1, …, vk >,  

то < < u, v1, …, vk >, °и > – подгруппа в < E(A), °и >. 
Кроме того, так как 
< u, v1, …, vk > = [< u, v1, …, vk–1 >N

1p

u u
−

… < u, vk >], 

то 
< u, v1, …, vk > = < u, v1, …, vk–1 > °и < u, vk >, 

где < < u, v1, …, vk–1 >, °и > и < < u, vk >, °и > – под-
группы в < < u, v1, …, vk >, °и > соответственно 
порядков pk–1 и p. Если указанные подгруппы 
пересекаются по единице u, то из последнего 
равенства следует, что порядок группы 
< < u, v1, …, vk >, °и >, а значит и (p + 1)-арной 
группы < < u, v1, …, vk >, [ ] > равен pk. Если же 
пересечение указанных подгрупп отлично от 
единицы u, то, ввиду простоты порядка группы 
< < u, vk >, °и >, < u, vk > ⊆ < u, v1, …, vk–1 >, что 
противоречит условию vk ∉ < u, v1, …, vk–1 >. 

3) Применяется утверждение 3) предложе-
ния 3.5 и утверждение 2) данного предложения. 
Теорема доказана. 
 

4 Некоторые следствия из теоремы 3.5 
Полагая в теореме 3.5 k = 2, получим 
Следствие 4.1. Пусть p – простое, < A, [ ] > 

– (p + 1)-арная группа, u, v и w – её единицы; по-
ложим 

< u, v > = {[NN
1p i i

u u v v
+ −

… … ] | i = 1, …, p}, 

< u, w > = {[N
1p i i

u u w w
+ −

… …�	
 ] | i = 1, …, p}, 

< u, v, w > = [< u, v >N
1p

u u
−

… < u, w >]; 

пусть также v ≠ u, w ∉ < u, v >. Тогда справед-
ливы следующие утверждения: 

1) < < u, v >, [ ] > и < < u, w >, [ ] > – полуцик-
лические (p + 1)-арные подгруппы в < E(A), [ ] > 
порядка p; 
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2) < < u, v, w >, [ ] > – (p + 1)-арная подгруп-
па в < E(A), [ ] > порядка p2, порождаемая мно-
жеством {u, v, w}; 

3) < u, v > ⊂ < u, v, w >. 
Если в следствии 4.1 положить p = 2, то 

< u, v > = {u, v}, < u, w > = {u, w}, 
< u, v, w > = [< u, v >u< u, w >] = 

= [{u, v}u{u, w}] = 
= {[uuu], [uuw], [vuu], [vuw]}=  

= {u, w, v, [vuw]}. 
Так как условие v ≠ u, w ∉ < u, v > равносильно ус-
ловию v ≠ u, w ≠ u, w ≠ v и, кроме того, по следст-
вию 4.1 < u, v, w > – четырёхэлементное множест-
во, то предложение 3.2 вытекает из следствия 4.1. 

Следствие 4.2. Если а, b, c, d – различные 
единицы тернарной группы < A, [ ] >, причём, 
d ≠ [аbc], то 

< {а, b, c, d, [аbc], [аbd], [аcd], [bcd]}, [ ] > 
 – тернарная подгруппа восьмого порядка в 
< E(A), [ ] >. 

Доказательство. Положим в теореме 3.5 
k = 3, p =2, 

u = а, v1 = b, v2 = c, v3 = d ≠ [аbc]. 
Тогда 

< u, v1 > = {a, b}, < u, v2 > = 
= {a, c}, < u, v3 > = {a, d}, 

< u, v1, v2 > = [< a, b >a< a, c >] = {а, b, c, [аbc]}. 
Согласно утверждению 2) теоремы 3.5, 
< < u, v1, v2, v3 >, [ ] > – тернарная подгруппа в 
< E(A), [ ] > порядка 23 = 8, где 

< u, v1, v2, v3 > = [< u, v1, v2 >u< u, v3 >] = 
[{а, b, c, [аbc]}a{a, d}] = 

= {а, b, c, d, [аbc], [аbd], [аcd], [bcd]}. 
Следствие доказано. 

Следствие 4.3. Если конечная тернарная 
группа имеет более четырёх единиц, то порядки 
её тернарной подгруппы единиц, её центра и её 
самой делятся на 8. 

Следствие 4.4. Если u, v и w – такие едини-
цы 4-арной группы < A, [ ] >, что 

v ≠ u, w ≠ u, w ≠ v, w ≠ [uuvv], 
то 

< {u, v, w, [uuvv], [uuww], [vvww], 
[uuvw], [uvww], [uvvw], [ ] > 

 – 4-арная подгруппа девятого порядка в 
< E(A), [ ] >. 

Доказательство. Положим в следствии 4.1 
p = 3. Тогда 
< u, v > = {u, v, [uuvv]}, < u, w > = {u, w, [uuww]}. 
Согласно утверждению 2) следствия 4.1, 
< < u, v, w >, [ ] > – 4-арная подгруппа в < E(A), [ ] > 
порядка 32 = 9, где 

< u, v, w > = [< u, v >uu< u, w >] = 
= [{u, v, [uuvv]}uu{u, w, [uuww]}] = 

= {[uuuu], [uuuw], [uuu[uuww]],  
[vuuu], [vuuw], [vuu[uuww]],  

[[uuvv]uuu], [[uuvv]uuw], [[uuvv]uu[uuww]]}=  
= {u, w, [uuww], v, [uuvw], [uvww], 

[uuvv], [uvvw], [vvww]}. 

Следствие доказано. 
Следствие 4.5. Если конечная 4-арная груп-

па имеет более трёх единиц, то порядки её 4-ар-
ной подгруппы единиц, её центра и её самой де-
лятся на 9. 

Следствия 3.1, 3.2, 4.3 и 4.5 вытекают из 
следующего более общего утверждения. 

Предложение 4.1. Если k ≥ 1, p – простое, 
конечная (p + 1)-арная группа < A, [ ] > имеет бо-
лее pk–1 единиц, то порядки её (p + 1)-арной под-
группы единиц, её центра и её самой делятся на pk. 

Доказательство. Зафиксируем две различ-
ные единицы u, v1 из Е(A). По теореме 3.5 мно-
жество < u, v1 > содержит p различных единиц. 
Выберем в Е(A) единицу v2 ∉ < u, v1 > и приме-
ним теорему 3.5 при k = j = 2. Согласно утвер-
ждению 2) этой теоремы, множество < u, v1, v2 > 
содержит p2 различных единиц. Продолжая, по-
лучим k – 1 единиц v1, …, vk–1 из Е(A) таких, что 
множество < u, v1, …, vk–1 > содержит pk–1 раз-
личных единиц. Если теперь выбрать в Е(A) еди-
ницу vk ∉ < u, v1, …, vk–1 > и применить теорему 
3.5 при j = k, то согласно утверждению 2) этой 
теоремы, множество < u, v1, …, vk > содержит pk 
различных единиц из Е(A). Осталось применить 
теоремы 3.1 и 1.3. Предложение доказано. 

Сформулируем следствия из предложения 
4.1 для k = 1 и k = 2. 

Следствие 4.6. Если конечная (p + 1)-арная 
группа, где p – простое, имеет более одной еди-
ницы, то порядки её (p + 1) –арной подгруппы 
единиц, её центра и её самой делятся на p. 

Следствие 4.7. Если конечная (p + 1)-арная 
группа, где p – простое, имеет более p единиц, 
то порядки её (p + 1)-арной подгруппы единиц, её 
центра и её самой делятся на p2. 

Следствие 3.1 получается из следствия 4.6 
при p = 2. Заметим, что само следствие 4.6 выте-
кает не только из предложения 4.1, но и из след-
ствия 3.4 при α = 1. Следствия 3.2 и 4.5 получа-
ются из следствия 4.7 при p = 2 и p = 3 соответ-
ственно.  
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